Predikatova logika (logika predikata)

Ve vyrokové logice pracujeme s jednoduchyisloZzenymi vyroky,
aniz nas zajima jejich struktura.

Priklad. ,Jestlize Karel je studentem, pak je (Karel) ¢hjgi nez
Jan.”

Pokud si tento vyrok formalizujeme, ma tWar=a.,

Z hlediska vyrokové logiky jsou vyroky, q stejné kvality a izeme
je odliSit pouze pravdivostni hodnotou.

Podrobime-li rozboru jejich viiti stavbu vidime, Ze jsotizné

p: ,Karel je studentem.”
g: ,Karel je chytejSi nez Jan.”

VSimnéme si pa@ta viastnich jmen.

Ve vyrokup je jedno vlastni jméno (Karel),
ve vyrokug jsou d¢ vlastni jména (Karel, Jan).

Rikame, Ze predikatsco vypovida o vlastnich jménech, Ze je vaze.
Vyrok p mizeme zapsat obegn... je studentem®. Vyrolg mizeme
zapsat ,,... je chygjSi nez ...~

Takto upraveny zapis je predikatem.

Neni vyrokem, protoZze naitbeme rozhodnout, zda je pravdidy
nepravdivy.



Je-li v Em jedno prazdné misto, jdgooedikat jednomistny
Jsou-li d¥ prazdna mista dvoumistny predikaPaiet mist neni
omezen, takze se zabyvame tr@mistnymictyrmistnymi az n-
mistnymipredikaty.

Piiklad. ,Mé&sto Plzé se rozprostira na soutokek Mze, Radbuzy,
Uhlavy a Uslavy.*

Jde o ptimistny predikat (5 jmen). Predikatem je ... rozgtica
se“. (Uvadi ,PLZEN" do ngjaké souvislosti satyimi fekami.)
Pri feSeni této problematiky dpzavedem@romenné:

a) individualni (zajména) x, vy, z...
b) predikatové (za predikat)F, G, H ...

Jednomistné predikaty

V narodnim jazyce ma&gtSinou formu ,,... je ...%, neboiesrji ,,...
ma vlastnost ...".
Zakladnim terminem jE(x) (prvekx ma vlastnosF)

.Karel“ je ,studentem” (,Karel* ma vlastnost , byt
studentem.”)

Predikat o svém subjektu (prvkuwao vypovida (predikuje).

Proto byva gkdy tato logika nazyvana téz subjektpredikatova.
Protoze subjekt (individualnifedn®t, jméno) ma #jakou vlastnost
(byt studentem, byt pregslem, byt kovem, bytislusnikem etnické
skupiny),fikame, Zgednomistné predikaty vyjadi vliastnost

Dvou a vicemistné predikaty
V narodnim jazyce maji podobu
,... J€ VEtSi nez ..."

.... Je starSinez ..."



.... Stoji vedle ...”
.... maspoléné hranices ..., ..., ..., ..." atd.
Tyto skut€nosti mizeme vyjadit spole&nou formou

~,mezi prvkyx, y ... azn existuje ®jaky vztahcili relace”,
fikdme zZedvou a vicemistné predikaty vyjad vztahy
(relace).

Zakladnim terminem jBX,Y), R(x,Y,2), R(x1,%2,X3, * ,Xn),
.Mezi prvky x, y, resp.x, y, z plati relaceR.”

U dvoumistnych relaci se setkattastji se zapisemXRY.
Kazdy dvou nebo vicemistny predikat je formuli wayslu naseho

vykladu a Ize jej tedy spojovat do sl@giich formuli znamymi
funktory s jinymi predikaty.

F(x) =G(X) Ljestlize x ma vlastnosE, pakx ma
take vlastnosG.”
R(x,y,z) 2F(x) ,mezi prvkyx, y, zplati relaceR
pouze tenkrat, ma-li prvekvlastnost
F.“
Takovéto formule Ize samigme transformovat:
(F(x) 2G(x)) 2{ F(X) 'G(x)) dle TE
anebo

(R(x,y,2) 2F(x) 24(R(x,y,2) £F(x)) <alF(x) £R(x,y,2))]dle Z 39,
Priklad.

a) Meme dva obany, Karla a Vaclava. Aniz budeme znat jejich
piesnou velikost, vime, Ze mezi nimi mohou existoaxzahhy

,byt stejré velci®

,byt razni“, coz znamena KareEtsi nebo Vaclav &tsi.



Tuto skuténost mizeme formalizovat uzitim zkratdk pro Karla,V

pro Vaclava a operatirz matematiky(>’<, =) a logiky (negace,
konjunkce, disjunkce, implikace a ekvivalence).
Stav vyerpavajici vSechny moznosti:

aa) K=V a(K=V)] Z{(K=V) &K > V) &V > K)]
M¢&jme dale sloZzené vyroky b), c), d):

b) ,Jestlize Karel neni mensSi nez Vaclav, pakijsba stejni
nebo je Karel #Si."

Formalizovag:
K<V 2[(K=V)K > V)]

c) .Karel je &tSi nebo stejny jako Vaclav, nebo jestlize jsou
razni, pak je Karel mensi.”

[(K>V) K = V)] al(K #V) 2(K <V)].

d) ,Jestlize Karel je stejny jako Vaclav a Vaclani mensi nez
Karel, pak je Karel mensSi nez Vaclav.”

[(K=V) I <K]| 2(K<V)

Spravnost vyrok b), c), d) o¥ifime tim, ze dokazeme jejich
totoZnost s vyrokem a), ktery §grpava vSechny mozné vztahy.

ba) K<V2[(K=V)a(K>V)] odstragni implikace dle
TE
bb) (K<V)al(K=V) (K> V)] dle Z 25

be) (K<V) K =V) (K> V)
ca) [(K>V) @K =V)] fl(K A) 2(K<V)]  aplik. Z 42
cb) K>V K =W ef(K=V) 2K <V)] gje TE



cc) [(K>V) K =W)] UK =V) (K <V)]  dlez9,725a

Z?21
cd) (K<V) ef(K = V) ef(K > V)
da) [(K=V) </ <K] &(K<V) dle TE
db) (K=V) <@V <K) (K <V) dle De Morg.
dC) KTV@QV < K) @QK < V) l]pravav <K naK >\

dd) K=V K > V) @K < V)

Po skokeni transformaci vidime, ze vyroky b), c) jsou elalentni
vyroku a), vyrok d) opomiji moznost, 2€ a V jsou stej@ velci
protoze

[(K>V) @K < V)] =K £V
(KA)=K=V

Podrobgji bude logika vlastnosti ifid, mnozin) a logika relaci
popsana v samostatnych kapitolach.



Kvantifikatory

V néarodnim jazyce jg¢ada vyraia vyjadiujicich rejaké mnozstvi.
(,VSichni“, ,zadni“, ,nékteti”, ,alespar jeden”, ,nejvySe jeden®,
.dva“, ,pravé dva“, ,existuje pouze jeden“ atd.) Nazyvame je
kvantifikatory

Podle toho, o jakém mnoZstvi vypovidaji (jaké mindzsazou),
rozeznavame

obecny kvantifikator (vypovida o vSech prvcich dariédly —
mnoziny — souboru),

existewni (caste’ny) kvantifikatofvypovida o gkterych
prvcich danértdy),

ciselny kvantifikator vypovida o stanoveném §a prvki
dané mnoziny.

Zakladni typy kvantifikovanych vyrok b
Bud’ dana mnozina vyrak{x; X, ..., X,}; potom

1. kladny obecny
,VSechny prvky dané mnoziny maji vlastn@st

Formalizovany zapidt(x1) <@(xz) <@ F(xn)

2. zaporny obecny
,Zadny prvek dané mnoziny nema vlastniestresp.
,Pro vsechny prvky plati, ze nema vlastnogt".

Formalizovany zapidr (1) <@B(x2) <& F(xn)

3. kladny existethi (casteny)
,EXistuje alespa jeden prvek dané mnoziny, ktery ma
vlastnost-*.
.N¢které prvky dané mnoziny maji vliastnést

Formalizovany zapidr(x1) E7F(x2) €% F(xn)




4. zaporny existemi (caste’ny)
,EXistuje alespa jeden prvek dané mnoziny, ktery nema
vlastnost-*.
,N¢&které prvky dané mnoziny nemaji vlastnbst

Formalizovany zapidz(x1) EfF(x2) e F(xn)

Na uvedenychityrech typech vyrok vyjadrujicich mnozstvi vidime
bezprostedni souvislost s funktory konjunkce a disjunkce.

,Obecnost" vyroku je vyjaiena konjunkci.
~EXistentnost* vyroku je vyjadena disjunkci.

V hovorovériegi se ¢asto pedpoklada, ze existéni vyrok vylwiuje
vyrok obecny. Neni tomu tak, protoze z defimitabulky disjunkce
vime, Ze plati i tenkrat, jsou-li pravdivé oba, pesvSechny
argumenty. Chceme-li byt v zapise logickyegni, musime to
vyjadrit:
~EXistuje alespn jeden prvek dané mnoziny, ktery ma
vlastnostF a neni pravda, Ze vSechny prvky dané mnoziny
maji vlastnost.".

Formalizovas:

(F(x1) ErF(x2) 6P F(xn)) <@lF(x1) <@B(x2) <@ F(x,)

Uvedené zpisoby formalizovanych zapis nazyvame zapisy v
rozepsane ford

Vhodrgj§im a uspor&Sim zpisobem je zavedeni specialnich
symbofi vyjadtujicich kvantifikaci

Obecny kvantifikator (Tx)
Existeréni kvantifikator (%)

Jejich pouzitim vznikaji vyrazy:

1. kladny obecny (@x) F(x)

2. zaporny obecny (@X) F(x)



3. kladny existetni (2x) F(x)

4. zaporny existemi (2x) F(x)

Skut&nost, Ze lze tyto vyroky vyj&d rozepsanou formou jako
konjunkce resp. disjunkce napovida, Ze zde najdaatmtni De
Morganovy zakony.

(F(x1) <@B(x2) <@ F(xn)) 2F(x1) AF(x2) @M% F(xn)
F(x1) <aB(x2) <@ F(xn) 2F(x1) &F(x2) &% F(xn)
F(x1) <@B(x2) <@).F(xn) 2F(x1) AF(x2) AL..F(xn)

F(x1) <@B(x2) <@.F(xn) 2(F(X1) EF(x2) &FL.F(Xn)

Pri aplikaci De Morganovych zakdnvidime, Ze rozliSujeme negaci
predikatu a negaci celého kvantifikovaného vyrazu.
Potom Usporny zapis vyroku

,Neni pravda, Ze pro vSechralati, zex nema vlastnogt.”

vypada takto:

(DYF(X)
Abychom zapis jestvice zjednodusili, zavedeme termin

,negace kvantifikatoru
Plati pravidlo: je-li negovan kvantifikator, je uyam ekvivalentni
negaci celého vyroku. Uvedenytildad tedy lze upravit na
ekvivalenci:

(TX)F(x) 20x) F(x)

De Morganovy zakony um@gji transformovat vyroky s obecnym
kvantifikdtorem na vyroky ekvivalentni s kvantifikdem
existergnim!

Pro tyto transformace si zavedeme pravidla:



a) zapis vyroku s negovanym kvantifikatorem jeieilentni
negaci celého kvantifikovaného vyroku.

b) zamnime-li v kvantifikovaném vyroku kvantifikator obeg
za existetini nebo naopak, musime $asré negovat
kvantifikator i predikat.

Plati nasleduijici logické zakony, tzakony dualni(Viz tab. 31)

VIO RX 2 (&) E(x)

2@ FK 2 (X Ex)

SR (= I F(x]

¢ R ER_ 2 (K F
Tab. 31

Priklad. F — , byt smrtelny*
Oborem prormnnosti prox je mnozina zivéichi.

,Vsichni zivacichové jsou smrtelni.” je totéz, jako ,,Neni
pravda, Ze existuje alespgeden Zivaich, ktery je
nesmrtelny.”.

(TX)F(x) 25(%) F(x)
~Nékteti studenti jsou vyborhpripraveni.”
(X)F(x), tzn.
~EXistuje alespn jeden student, ktery je vybarpripraven.”

NaSim ukolem je vytuidt vyrok s op&nou pravdivostni hodnotou,
tedy negaci vyroku ...

(H)F(X), jeho negace(™F(x), uprava dle pravidla o negaci
kvantifikatoru

(F(x)

,Neni pravda, Ze existuje alespden student, ktery je
vyborre pripraven.”



Tento vyrok je ekvivalentni vyroku
(TYF()
,VSichni studenti jsou nédjpraveni.“, resp.

,Pro vSechn plati, Ze nemaji vlastnost »byt vybérn
pripraven.”,
q

Volna a vazana proménna

Kvantifikator se nize vztahovat na jedemvice predikad.

(Dx)F(x) obecny kvantifikator ma
pusobnost pro predikat
F(x)

() [(F(x) <@G(x)) £H(x)] existergni kvantifikator
ma pasobnost pro
predikatyF(x),

G(x), H(x).

,Neni pravda, Ze existuje alesp@dnox, pro které plati:
jestlizex ma vlastnoskF ax nema vlastnoss, pakx ma
vlastnostH."

Tyto skut€nosti vyjadujeme zavorkami a nazyvameéosahem
kvantifikatoru

V prvém ipac je dosahent ), v drunénl (F(x) aG(x)) 2H(X)].

Proneénnax, ktera je v dosahu kvantifikatoru, y@dzana prornna-—
je vazana kvantifikatorem.
Pronenna, na niz se kvantifikator nevztahujeygéna prongnna

(&) [F(x) &rG(x)] <aH(x)

~EXistuje takoveéx, pro které platk ma vlastnosF neboG, ax
ma vlastnosH.*
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Proménna x je v predikatechF(X), G(X) vazana kvantifikatorem,
Y% predikétuH(X) jde o volnou prormnou.

Volna pronegnna (neni vazana kvantifikatorem, lezi mimo dosah
kvantifikatoru), mize byt nahrazena konstantou. Vyraz s volnou
promennou neni vyrokenale je vyrokovou funkci (formuli).

Vazana pronna (je vazana kvantifikatorem, lezi v dosahu
kvantifikatoru),nemize byt nahrazena konstantgménem).Vyraz
S vazanou proéamnou je vyrokem

Vyrazy s vice kvantifikatory

Nasleduje-li ped predikatem vice kvantifikatiprmusime posoudit,
je-li nutno zachovat jejich fadi.

Plati z&sada,ze pe@adi kvantifikatoi lze zamdnit, jde-li o
kvantifikatory shodnéobecné nebo existemi).

(DX)(Dy) Fx,y) 23(Ty)(@X) Fy,X),

FXY) —  mezi prvky x a y plati relace F.
RelaceF — pravo vyplyvajici ze studijnin@du.

,Pro vSechnx a pro vSechng plati, Ze kazdy student)(ma
vSechna pravay.”

je ekvivalentni

,Pro vSechng a pro vsechnaplati, ze veskera pravaiplusi
vSem studeriim.”

Jde-li o rizné kvantifikatory, jejich z&mna neni obsah vyroku:

(BX)(Ty) Fx,y) ,existuje takovy studenk), jemu?
prislusi vSechna prava studijniho
radu ).

ale:
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(Dy)(&) F(x,y) ,pro kazdé pravoy)(kazdy paragraf)
existuje alespojeden studenixj,
jemuz gislusi.”

Uvniti zavorek vyjadujicich rozsah kvantifikatoru Ize provéd
transformace znamé z vyrokoveho kalkulu.

Obor prorgnnosti x — obzanéCR
F — byt starSi 18 let
G — byt zbaven svépravnosti
H — pravo volit.

,Vsichni olkanéCR, kte jsou starsi 18 let a nejsou zbaveni
svépravnosti, maji pravo volit.”

Formalizova® vyjadreno:

(@) [(F(x) <aB(x) 2H(X)] dle TE
(@x) [F(x) <aB(x) ETH(X)] dle De Morg. zak.
(x) [F(x) E'G(x) AMH(X)]

,Pro viechny otanyCR plati, Ze nejsou starsi 18 let nebo
jsou zbaveni svépravnosti nebo maji volebni pravo.”

Vyrok mazeme transformovat dle dualniho zakona na ekviwaien
s jinym kvantifikatorem:

(D) [F(x) EG() EH(X)] 2{0) [F(X) EFG(x) EH(X)]
dle De Morgana

(@) [F(x) A'G(x) EH(X)] () [F(x) @B(x) <cH(x)]

,Neni pravda, Ze existuje alespjeden obanCR, ktery je
starSi 18 let, neni zbaven svépravnosti a nema pralit.“

Vyklad kvantifikovanych vyrolt ukortime poukazem nackteré
zajimavosti vyplyvajici z narodniho jazyka.
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Pojem ,viechen, viechno* Ize vyfitd (I)F(X) nebo (TX) F(x)
Pojem ,Zadny, nic" |ze vyjait (BF() nebo m

Pojem ,rektery, rjaky” 1ze wyjadit  (TXF(X) nebo ()@
(X)F(X) nebo (&) F(x)

Casto se stava, ze za opak ,v3eho“ je chapano ,aiataopak.
Porovnanim uvedenych vyfragidime, Ze tomu tak neni.

Zde si nmizeme uvést zajimavy filad na zakladl zakona
hypotetického sylogismu.

Vime, ze disjunkce a konjunkce jsou vzajénmantnitelné dle De
Morganovych zakain

a

vime, Ze disjunkci a konjunkci lze vyjétckvantifikované vyrazy,

a

vime, Ze Ize nahradit konjunkce obecnym a disjunddstergnim

kvantifikatorem,

a

vime, Zze obecnym kvantifikadtorem Ize vyfddpojmy ,vSechno,
vSichni* a negovanym existénim kvantifikatorem pojmy ,nikdo,

nic*.
Z uvedenych premis tedy plyne, Ze Ize vzajemantnovat vyrazy
,wsechno, vSichni* s pojmem ,nikdo, nic*.
Priklad.
,VSichni studenti, ktdi se zapisuji ke zkouSce maji zapo*

,Pro vSechny studenty, plati, Ze kazdy studektery se
zapisuje ke zkouSc&) ma zapoet G).”

(@X) [F(x) £G(x)]

Vyjadiit totéz s pouzitim pojmu ,nikdo“ lze: ,neni pravdde
existuje alespd jeden student, pro¢hoz plati: zapisuje se ke
zkouSce a nema zafmi".
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vSichni nikdo

(OX) [F(X) 2G(X)] 2X) [F(x) 2G(x)]

(TX) [F(x) 2G(X)] 27 | F(x) <<G(K)] dle TE

,vsechno" — (Dx)F(x) oEikem je negace, tedy
(DX)F(X). coz znamena
~néktery”.

,Nic“ — (HF(X) opakem (negaci) je

DFK) A HFX)
tedy ot ,nektery*.

Porovname-li vyroky ,vSechno“ a ,nic“, zjistime, ou vzajema
ekvivalentni

,vsechno" “Nic"

! 2 () Ex)

2 (Ex 4 () FK)
Tab. 32

1. ,VSechny ¥ci maji poZzadovanou vlastnost
Zadna ¥c nema pozadovanou vlastnost.”

2. ,VSechny ¥ci nemaji pozadovanou vlastnast
neexistuje ani jednade, ktera tuto vlastnost ma.”

Praw na 2. pikladu vidime zdroj negsnosti. Tvrzeni ,vSechny
véci nemaji ...“ Ize chapat dvojim #apobem:

a) ,pro vsechnygci plati, ze ¥c nema vlastnogt ..."
ale také
b) ,vechny ¥ci nemaji“ ... tedy ,ikteré ano!“(X)F(X)

Ve formalizované podatvyrok
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a) (TX)F(x)
b) (BF(x) 2{Tx) F(x)

Vidime, ze vyroky a), b) jsou kontradiktorické. (Mipresre opané
pravdivostni hodnoty.)

Tam, kde zalezi nargesnosti (debnice, texty, firucky apod.) lze
doporuit zasads uzivani vyraa

»pro vsechny ...“

,neni pravda, Ze pro vSechny ...,

~eXistuje alespm jeden ...,

,neni pravda, Ze existuje alespeden ...“ atd.

a vyhybat se kvantifikatoru ,zadny* &aponam ,ne- ...“.
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